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Re´sume´
On de´termine les classes d’isomorphismes des alge`bres de Jordan
en dimension deux sur le corps des nombres re´els. En utilisant des
techniques d’Analyse Non Standard, on e´tudie les proprie´te´s de la
varie´te´ des lois d’alge`bres de Jordan, et aussi les contractions parmi
ces alge`bres.
Mots clefs : alge`bre de Jordan, rigidite´, contraction.
1 De´finitions et proprie´te´s pre´liminaires
Le but de ce travail c’est d’e´tudier certaines proprie´te´s de la varie´te´ des
lois d’alge`bres de Jordan en dimension 2. D’abord, on classifie ces alge`bres
sur le corps des nombres re´els, et on introduit la notion de perturbation
d’alge`bres de Jordan en utilisant la the´orie des ensembles internes de Nelson
[5]. Ceci, nous permet de de´terminer les composantes ouvertes de la varie´te´
J2, d’ou` en re´sulte que la varie´te´ est forme´e par trois composantes, deux de
dimension 4 et une de dimension 2. Les autres alge`bres re´sultent de limites
par contraction des alge`bres rigides de´finissant les composantes ouvertes.
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De´finition 1 Une loi d’alge`bre de Jordan sur R est une application bi-
line´aire syme´trique ϕ : Rn × Rn → Rn qui ve´rifie l’identite´
ϕ (ϕ(X,X), ϕ(X,Y ))− ϕ (X,ϕ (ϕ(X,X), Y )) = 0, X, Y ∈ Rn. (1)
On de´signera par Jn l’ensemble des lois d’alge`bres de Jordan sur Rn.
On appelle alge`bre de Jordan de dimension n a toute paire (Rn, ϕ), ou`
ϕ ∈ Jn. De fac¸on naturelle, on peut aussi de´finir les notions d’ide´al et sous-
alge`bre d’une alge`bre de Jordan [4].
Rappelons qu’un sous-espace vectoriel V est dit isotrope s’il existe un
vecteur non nul v tel que ϕ(v,w) = 0 pour tout w ∈ V . Si le sous-espace Rv
est lui meˆme isotrope, on dit que v est un vecteur isotrope.
De´finition 2 Une alge`bre de Jordan sans e´le´ments isotropes est dite simple
si elle ne posse`de pas d’ide´aux non nuls.
Proposition 1 Toute sous-alge`bre d’une alge`bre de Jordan sans e´le´ments
isotropes posse`de un e´le´ment neutre.
Voir [7] pour le de´tail de la de´monstration.
Soit {e1, . . . , en} une base de Rn. On peut identifier toute alge`bre de
Jordan ϕ avec ses constantes de structure sur une base donne´e. De l’identite´
(1) on obtient que les coordone´es de´finies par ϕ(ei, ej) = a
k
ijek sont des
solutions du syste`me :
ahiia
l
kja
r
lk−ahiialjkarlh−2ahijalikarhl+2arilalhjahik = 0, 1 ≤ i, j, k, l, r, h ≤ n. (2)
2 Classification des alge`bres de Jordan re´elles en
dimension 2
Dans le cas particulier de dimension 2, toute alge`bre de Jordan est donne´e
par les relations :
e1 ◦ e1 = a1e1 + a2e2
e2 ◦ e2 = b1e1 + b2e2
e1 ◦ e2 = c1e1 + c2e2.
(3)
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Cette dimension a e´te´ de´ja` considere´e dans [1] d’un point de vue ge´ome´trique,
et dans [8] pour des applications aux e´quations diffe´rentielles. On peut donc
exprimer la structure par une matrice de coefficients du type

a1 a2b1 b2
c1 c2


En de´veloppant le syste`me (2), on obtient les douze e´quations suivantes :
a2 (c1c2) = a2 (a2b1)
b1 (c1c2) = b1 (a2b1)
a2 (a1b1 + b2c1) = a2
(
b1c2 + c
2
1
)
b1 (a1b1 + b2c1) = b1
(
b1c2 + c
2
1
)
a2
(
a2c1 + c
2
2
)
= a2 (a1c2 + a2b2)
b1
(
a2c1 + c
2
2
)
= b1 (a1c2 + a2b2)
a1c1c2 + 2a2b1c2 = 2c1c
2
2 + a1a2b1
a1a2c1 + 3a1c
2
2 + 2a2b2c2 = 2a2c1c2 + 2c
3
2 + a
2
1c2 + a1a2b2
2c21c2 + 2b1c
2
2 + a
2
1b1 + a1b2c1 = 3a1b1c2 + 2b2c1c2 + a1c
2
1
2c1c
2
2 + 2a2c
2
1 + a1b2c2 + a2b
2
2 = b2c
2
2 + 2a1c1c2 + 3a2b2c1
2a1b1c1 + 3b2c
2
1 + b1b2c2 = a1b1b2 + b
2
2c1 + 2c
3
1 + 2b1c1c2
2a2b1c1 + b2c1c2 = a2b1b2 + 2c
2
1c2.
(4)
Il en re´sulte que J2 est une varie´te´ alge´brique immerse dans R6.
The´ore`me 1 Toute alge`bre de Jordan re´elle de dimension 2 est isomorphe
a` une des alge`bres suivantes :
1. ψ0 : e1 ◦ e1 = e1, e2 ◦ e2 = e1, e1 ◦ e2 = e2.
2. ψ1 : e1 ◦ e1 = e1, e2 ◦ e2 = 0, e1 ◦ e2 = e2.
3. ψ2 : e1 ◦ e1 = 0, e2 ◦ e2 = e2, e1 ◦ e2 = 0.
4. ψ3 : e1 ◦ e1 = e2, e2 ◦ e2 = 0, e1 ◦ e2 = 0.
5. ψ4 : e1 ◦ e1 = e1, e2 ◦ e2 = 0, e1 ◦ e2 = 12e2.
6. ψ5 : e1 ◦ e1 = e1, e2 ◦ e2 = −e1, e1 ◦ e2 = e2.
De plus, l’alge`bre ψ5 est une alge`bre de Jordan simple.
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Dans ce qui suit, le symbole ψi de´signera les alge`bres du the´ore`me.
Si ϕ est une alge`bre de Jordan sans e´le´ments isotropes, d’apre`s la pro-
position 1 il existe un e´le´ment unite´. Alors, on peut trouver une base de R2
telle que la matrice de ϕ soit de la forme

1 0a b
0 1

 (5)
Soit x = x1e1 + x2e2 un e´le´ment ge´ne´rique. Alors
ϕ(x, x) = (x21 + ax
2
2)e1 + (2x1x2 + bx
2
2)e2.
Si l’alge`bre de Jordan ϕ n’a pas d’e´le´ments isotropes alors l’e´quation pre´ce´dente
e´quivaut a` la condition
b2 + 4a 6= 0. (6)
Lemme 1 Toute alge`bre de Jordan ϕ ∈ J2 sans isotropie est isomorphe a`
ψ0 ou ψ5.
De´monstration. Si ϕ ne posse`de pas d’isotropie, alors on peut trouver
une base {e1, e2} telle que la loi s’exprime par la matrice (5) avec 4a+b2 6= 0.
1. Si 4a+ b2 > 0, on prend dans ψ0 le changement de base e
′
1 = e1, e
′
2 =
b
2
e1 +
√
a+ b
2
4
e2, et sur cette base on obtient que
e′1 ◦ e′1 = e′1, e′2 ◦ e′2 = ae′1 + be′2, e′1 ◦ e′2 = e′2.
2. Si 4a+ b2 < 0, on prend dans ψ5 le changement de base e
′
1 = e1, e
′
2 =
b
2
e1 +
√
−(a+ b2
4
)e2. Les relations sur la base transforme´e sont alors
e′1 ◦ e′1 = e′1, e′2 ◦ e′2 = ae′1 + be′2, e′1 ◦ e′2 = e′2.
D’ou` le re´sultat.
Lemme 2 Toute alge`bre de Jordan de dimension 2 avec isotropie et e´le´ment
unite´ est isomorphe a` ψ1.
Sans perte de ge´ne´ralite´ on peut supposer que e1 est l’e´le´ment unite´ et
e2 l’e´le´ment isotrope. Alors
e1 ◦ e1 = e1, e2 ◦ e2 = 0, e1 ◦ e2 = e2.
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Lemme 3 Soit ϕ ∈ J2 une alge`bre de Jordan avec isotropie sans e´le´ment
unite´. Alors ϕ est isomorphe a` ψ2, ψ3 ou ψ4.
De´monstration. Si ϕ est sans unite´ et isotrope, on peut trouver une
base {e1, e2} telle que les relations soient donne´es par
e1 ◦ e1 = a1e1 + a2e2, e2 ◦ e2 = 0, e1 ◦ e2 = c1e1 + c2e2.
Le syste`me d’e´quations (4) est re´duit aux relations
c1 = 0, a2c
2
2 = a1a2c2, 3a1c
2
2 = 2c
3
2 + a
2
1c2.
On obtient deux possibilite´s non-e´quivalentes :
1. ϕ =

a1 a20 0
0 0

 , a1, a2 ∈ R,
2. ϕ =

a1 00 0
0 a1
2

 , a1 ∈ R,
Dans le premier cas, si a1 6= 0, le changement de base e′1 = e2, e′2 =
1
a1
(
e1 +
a2
a1
e2
)
montre que
e′1 ◦ e′1 = e′1, e′2 ◦ e′2 = ae′1 + be′2, e′1 ◦ e′2 = e′2,
d’ou` ϕ ≃ ψ2. Si a1 = 0, on conside`re la changement e′1 = 1√|a2|e1, e
′
2 = e2.
Pour le deuxie`me cas, il suffit de conside´rer le changement de base donne´
par e′1 =
1
a1
e1, e
′
2 = e2 pour obtenir l’isomorphisme ϕ ≃ ψ4.
Pour finir la preuve du the´ore`me, il suffit de voir que ψ5 est simple. On
peut facilement ve´rifier que ψ5 ne posse`de pas d’ide´aux propres non triviaux.
Remarque 1 Il en re´sulte que sur le corps des nombres complexes, les
alge`bres de Jordan ψ5 et ψ0 sont isomorphes. On obtient alors un exemple
d’une alge`bre simple dont la complexifie´e n’est pas simple.
Si on conside`re l’action du groupe line´aire GL(2,R) sur la varie´te´ J2,
cette action est de´finie par :
(ϕ, f) = f−1 ◦ ϕ ◦ (f, f) .
On notera parO(ϕ) l’orbite d’un e´le´ment ϕ par cette action. Les e´le´ments
de l’orbite sont e´videmment les alge`bres de Jordan isomorphes a` ϕ.
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3 Perturbations d’alge`bres de Jordan
Dans ce paragraphe, on applique la the´orie des ensembles internes (I.S.T)
de Nelson [5] a` l’analyse de la varie´te´ J2.1 Dans l’annexe on pre´sente les
axiomes les plus importants utilise´s dans ce travail. Dans ce qui suit, on
suppose que n est standard, d’ou` on en de´duit que la varie´te´ Jn est standard.
Soient ϕ ∈ Jn un e´le´ment standard et x, y deux vecteurs standard de Rn.
Alors ϕ (x, y) est standard. Si ces deux vecteurs sont limite´s, alors ϕ (x, y)
est aussi limite´.
De´finition 3 Soit ϕ une loi standard de Jn. Une perturbation ϕ0 de ϕ est
une loi d’alge`bre de Jordan sur Rn infiniment proche a` ϕ, c’est-a`-dire, pour
tous les vecteurs x, y ∈Rn, ϕ (x, y) et ϕ0 (x, y) sont infinement proches. On
notera une perturbation par ϕ ∼ ϕ0.
Proposition 2 Si ϕ∈Jn, alors l’ombre ϕ0 de ϕ appartient a` Jn.
De´monstration. Soient x, y ∈Rn. Comme ϕ est une loi d’alge`bre de
Jordan, on a
ϕ (ϕ (x, x) , ϕ (x, y))− ϕ (x, ϕ (ϕ (x, x) , y)) = 0.
Comme chaque partie est limite´e, en conside´rant l’ombre on obtient
ϕ0 (
oϕ (x, x) ,o ϕ (x, y))− ϕ0 (x,o ϕ (ϕ (x, x) , y)) = 0,
alors
ϕ0 (ϕ0 (x, x) , ϕ0 (x, y))− ϕ0 (x, ϕ0 (oϕ (x, x) , y)) = 0,
et appliquant une fois de plus les proprie´te´s de l’ombre en agissant sur les
applications line´aires, il en re´sulte que
ϕ0 (ϕ0 (x, x) , ϕ0 (x, y))− ϕ0 (x, ϕ0 (ϕ0 (x, x) , y)) = 0.
Lemme 4 Soit V un espace vectoriel de Rn (n standard). Alors l’ombre oV
est un sous-espace de Rn de la meˆme dimension.
1On peut e´galement consulter le livre [3] pour des applications pre´cises de l’analyse
non-standard aux alge`bres de Lie
6
De´monstration. Par de´finition, oV est le seul sous-ensemble standard
de Rn dont les e´le´ments sont des ombres des e´le´ments limite´s de V . Comme
l’addition et la multiplication externe par des scalaires sont continues, oV
est un sous-espace vectoriel. La me´thode d’orthogonalisation de Graam-
Schmidt nous donne une base orthogonale de V . Meˆme si cette base n’est pas
ge´ne´ralement standard, leurs vecteurs sont limite´s et admettent une ombre
de norme 1. Comme ces ombres sont orthogonales, on en de´duit que V et
oV ont la meˆme dimension.
Comme conse´quence imme´diate de ce re´sultat on obtient le re´sultat sui-
vant :
Proposition 3 Soit ϕ0 une loi standard de J
n et soit ϕ une perturbation
de ϕ0. Alors l’ombre d’une sous-alge`bre (resp. un ide´al) de (R
n, ϕ) est une
sous-alge`bre (resp. un ide´al) de (Rn, ϕ0) de la meˆme dimension.
Lemme 5 Dans les conditions pre´ce´dentes, si (Rn, ϕ0) est sans isotropie,
alors la perturbation (Rn, ϕ) est aussi sans isotropie.
De´monstration. Comme (Rn, ϕ0) est une alge`bre de Jordan standard
sans isotropie, pour tout x ∈ Rn − {0} standard, ϕ0 (x, x) est standard non
nul et ve´rifie
ϕ (x, x) ∼ ϕ0 (x, x) .
On en conclut que pour tout standard non nul la relation ϕ (x, x) 6= 0
est satisfaite. Par continuite´ de ϕ, la meˆme proprie´te´ est valable pour tout
x ∈ Rn qui ne soit pas infiniment petit. Pour x ∈ Rn−{0} on conside`re x‖x‖ ,
qui est limite´ non infiniment petit. Alors
ϕ
(
x
‖x‖ ,
x
‖x‖
)
6= 0,
et par biline´airite´
ϕ (x, x)
‖x‖2 6= 0,
d’ou` ϕ (x, x) 6= 0.
Proposition 4 Soit ϕ une perturbation de la loi d’alge`bre de Jordan stan-
dard ϕ0 sur R
n. Si G0 = (R
n, ϕ0) est simple, alors G = (R
n, ϕ) est simple.
De´monstration. D’apre`s le lemme 5, G est sans isotropie. Si I est un
ide´al propre de G, alors oI est un ide´al de G0 de la meˆme dimension. En
particulier, si G0 est simple, ceci implique que
oI est re´duit a` ze´ro, d’ou` la
simplicite´ de G.
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De´finition 4 Une alge`bre de Jordan standard ϕ0 est dite rigide si toute
perturbation est isomorphe a` ϕ0.
Cette de´finition est la traduction au langage non-standard de la notion
classique de rigidite´. En effet, si toute perturbation de ϕ0 est isomorphe a`
ϕ0, le halo de ϕ0 est contenu dans l’orbite O(ϕ0). Ceci implique que l’orbite
est ouverte, et par le principe de transfert, on obtient l’e´quivalence.
Exemple 1 Soit ψ0 ∈ J2 la loi de Jordan de´finie dans le the´ore`me 1, il
existe alors une base {e1, e2} sur laquelle la loi est donne´e par la matrice :
1 01 0
0 1


Conside´rons une perturbation ϕ ∈ J2 de ψ0, dans cette meˆme base elle est
donne´e par : 
1 + ǫ1 ǫ21 + ǫ3 ǫ4
ǫ5 1 + ǫ6

 ,
ou` les ǫ1, . . . , ǫ6 sont infiniments petits.
En faisant le changement de variables e′1 =
1
1+ǫ6
e1, e
′
2 = e2, on peut sup-
poser que ϕ est de la forme : 
1 + ǫ1 ǫ21 + ǫ3 ǫ4
ǫ5 1

 .
Si on impose les e´quations qui de´finissent la varie´te´ J2, on obtient la
condition :
ǫ5 = ǫ2(1 + ǫ3). (7)
Par ailleurs, comme ψ0 est sans isotropie, ϕ l’est aussi et posse`de un e´le´ment
neutre de la forme αe′1 + βe
′
2 qui ve´rifie :
ϕ(e′1, αe
′
1 + βe
′
2) = e
′
1,
ϕ(e′2, αe
′
1 + βe
′
2) = e
′
2.
d’ou`
1 = α(1 + ǫ1) + βǫ5,
0 = αǫ2 + β,
0 = αǫ5 + β(1 + ǫ3),
1 = α+ βǫ4.
(8)
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En remplac¸ant (7) dans la troisie`me e´quation de (8) puis β dans la qua-
trie`me, le syste`me est re´duit a` :
0 = β + αǫ2,
1 = α(1 − ǫ2ǫ4).
On en de´duit pourtant que α ∼ 1 et que β ∼ 0. Dans la base {αe′1 +
βe′2, e
′
2}, on peut alors trouver ǫ et ǫ′ infiniment petits tels que ϕ soit de la
forme : 
 1 01 + ǫ ǫ′
0 1

 .
Comme (ǫ′)2 + 4(1 + ǫ) > 0, ϕ est isomorphe a` ψ0. On en conclut donc que
ψ0 est rigide.
Les alge`bres de Jordan rigides sont donc d’un grand inte´reˆt pour l’e´tude
de la varie´te´ des lois, parce que les orbites sont des composantes ouvertes,
et la cloˆture donne des composantes alge´briques de la varie´te´.2
Soit ϕ0 ∈ Jn une loi standard. Soient Id ∈ GL (n,R) et f ∈ gl (n,R)
standard. Pour tout ε infiniment petit, l’endomorphisme Id +εf appartient
au groupe GL (n,R), et alors
(Id + εf)−1 ϕ0 ((Id + εf) , (Id + εf)) = ϕ0 + ε (δϕ0f) + ε
2 (∆ (ϕ0, f, ε)) ,
ou`
δϕ0f (x, y) := ϕ0 (f (x) , y) + ϕ0 (x, f (y))− f (ϕ0 (x, y)) , ∀x, y ∈ Rn.
Comme l’ombre de la droite qui joint ϕ0 et un point infiniment proche ϕ
′
0
est une droite tangente a` l’orbite O (ϕ0) en ϕ0, l’espace tangent est donne´
par
Tϕ0O (ϕ0) = {δϕ0f : f ∈ gl (n,R)} .
Exemple 2 Soit ϕ0 une loi standard sans isotropie. D’apre`s la classifica-
tion, on peut trouver une base {e1, e2} sur laquelle la loi est donne´e par la
matrice
ψ0 =

1 01 0
0 1

 ou ψ5 =

 1 0−1 0
0 1

 .
2Dans ce sens, on trouve des analogies avec la the´orie des alge´bres de Lie [2].
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En prenant un e´le´ment f =
(
a b
c d
)
∈ gl (2,R) on trouve que
δψ0f (e1, e1) = ae1 + be2,
δψ0f (e2, e2) = (2d− a) e1 + (2c− b) e2,
δψ0f (e1, e2) = be1 + ae2,
et
δψ5f(e1, e1) = ae1 + be2,
δψ5f(e2, e2) = (−2d+ a)e1 + (2c + b)e2,
δψ5f(e1, e2) = −be1 + ae2,
et pourtant
Tψ0f =

 a b2d− a 2c− b
b a

 , Tψ5f =

 a b−2d+ a 2c+ b
−b a

 .
La dimension des orbites sont en conse´quence dimO (ψ0) = dimO (ψ5) = 4.
Comme ces alge`bres sont rigides, on trouve que la varie´te´ J2 posse`de deux
composantes ouvertes de dimension 4.
3.1 The´ore`me de de´composition d’un point
Dans ce paragraphe, on e´nonce un re´sultat de M. Goze [2] concernant
la rigidite´ des lois d’alge`bres non-associatives. Ceci admet une application
naturelle aux alge`bres de Jordan.
The´ore`me 2 Soit M0 un point standard de R
n avec n standard. Tout point
M infiniment proche de M0 admet une de´composition de la forme
M = M0 + ǫ1v1 + ǫ1ǫ2v2 + . . .+ ǫ1 . . . ǫpvp
qui ve´rifie les conditions
1. ǫ1, . . . , ǫp sont des nombres re´els infiniment petits.
2. v1, . . . , vp sont des vecteurs standard de R
n line´airement inde´pendants.
De plus, si
M = M0 + ǫ
′
1v
′
1 + ǫ
′
1ǫ
′
2v
′
2 + . . . + ǫ
′
1 . . . ǫ
′
qv
′
q
est une autre de´composition de M qui ve´rifie les conditions pre´ce´dentes,
alors p = q, et
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1. v′i =
∑i
j=1 a
j
ivj dont les a
j
i sont des nombres standard pour tout i, j
telles que aii 6= 0.
2. ǫ1 . . . ǫi = a
i
iǫ
′
1 . . . ǫ
′
i + a
i
i+1ǫ
′
1 . . . ǫ
′
i+1 + . . .+ a
i
pǫ
′
1 . . . ǫ
′
p.
Le nombre entier p qui de´crit la classe d’e´quivalence d’un point M est appelle´
longueur de M .
Remarque 2 Le the´ore`me nous donne, en partant des points (M,M0) de
Rn, avec M0 standard infiniment proche a`M , une re´fe´rence standard (v1, . . . , vn)
telle que le drapeau (V1, (V1, V2), . . . , (V1, . . . , Vn)) est comple`tement de´termine´.
Si on impose que M et M0 sont des points appartenant a` une varie´te´ diffe´-
rentiable ou alge´brique immerse dans Rn, la re´fe´rence ante´rieure s’adapte
a` la ge´ome´trie tangente en M0. En particulier, v1 est un vecteur du coˆne
tangent a` la varie´te´. [2]
3.2 Rigidite´ des lois d’alge`bres de Jordan
Soit ϕ une perturbation de la loi standard ϕ0 ∈ Jn. Alors on peut
de´composer ϕ comme [2] :
ϕ = ϕ0 + ǫ1ϕ1 + ǫ1ǫ2ϕ2 + . . .+ ǫ1 . . . ǫpϕp, (9)
ou` ǫi sont des nombres infinite´simaux et ϕ1, . . . , ϕp sont des applications
biline´aires inde´pendantes de Rn. Il en re´sulte que ϕ ∈ Jn si et seulement si
δϕ0ϕ1 = 0,
ε2δϕ0ϕ2 + ε1δϕ1ϕ0 + ε
2
1ϕ
3
1 + ε1ε2δϕ1ϕ3 + ε
2
1ε2δϕ1ϕ2+
+ε1ε
2
2δϕ2ϕ1 + ε1ε2ε3 (ϕ0, ϕ1, ϕ2) + . . .+
+ε21ε
3
2ε
3
3 . . . ε
3
p−1ε
2
pδϕpϕp−1 + ε
2
1ε
3
2ε
3
3 . . . ε
3
pϕ
3
p = 0,
(10)
ou`
ϕi ◦ ϕj ◦ ϕk (X,Y ) =ϕi (ϕj (X,X) , ϕk (X,Y ))
− ϕi (X,ϕj (ϕk (X;X) , Y )) ,
ϕ3i =ϕi ◦ ϕi ◦ ϕi,
(ϕi, ϕj , ϕk) =ϕi ◦ ϕj ◦ ϕk + ϕj ◦ ϕk ◦ ϕi + ϕk ◦ ϕi ◦ ϕj+
+ ϕi ◦ ϕk ◦ ϕj + ϕj ◦ ϕi ◦ ϕk + ϕk ◦ ϕj ◦ ϕi
δϕiϕj =ϕi (ϕi (X,X) , ϕj (X,Y )) + ϕi (ϕj (X,X) , ϕi (X,Y ))+
+ ϕj (ϕi (X,X) , ϕi (X,Y ))− ϕj (X,ϕi (ϕi (X,X) , Y ))−
− ϕi (X,ϕj (ϕi (X,X) , Y ))− ϕi (X,ϕi (ϕj (X,X) , Y )) .
(11)
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En effet, en substituant la de´composition (9) dans (1), en divisant par
ǫ1
3 et en conside´rant l’ombre on obtient (10). On de´signera par G(ϕ0)
l’espace vectoriel
G(ϕ0) =
{
ϕ ∈ Rn
2
+n3
2 : δϕ0ϕ = 0
}
. (12)
Lemme 6 Soient ϕ1, ϕ2 ∈ Jn. Le plan ge´ne´re´ par {0, ϕ1, ϕ2} est contenu
dans Jn si et seulement si δϕ1ϕ2 = δϕ2ϕ1 = 0.
De´monstration. Soit ϕ = λϕ1 + µϕ2, λ, µ ∈ R. Alors
ϕ (ϕ (x, x) , ϕ (x, y))−ϕ (x, ϕ (ϕ (x, x) , y)) = λ2µδϕ1ϕ2 (x, y)+µ2λδϕ2ϕ1 (x, y) ,
d’ou` l’affirmation.
Proposition 5 Si ψ4 ∈ J2 est telle qu’il existe une base {e1, e2} de R2 dont
la loi est donne´e par la matrice
ψ4 =

1 00 0
0 1
2

 ,
alors ψ4 est rigide. De plus, dimO(ψ4) = 2.
De´monstration. Par transfert, il suffit de de´montrer la proposition
pour ϕ0 et {e1, e2} standard. Soit ϕ une perturbation de ϕ0 et
ϕ = ϕ0 + ε1ϕ1 + . . .+ ε1 . . . ε6ϕ6
la de´composition correspondante. Soit
G (ϕ0) = L



1 00 0
0 1
2

 ,

0 00 1
1
2
0



 .
Si ϕ1 ∈ G (ϕ0), alors on a δϕ1ϕ0 = 0. D’apre`s le lemme, il en re´sulte que
ϕ1 ∈ J2 et pourtant ϕ31 = 0. Si on divise la deuxie`me e´quation de (10) par
ε2, en passant a` l’ombre on obtient que ϕ2 ∈ G (ϕ0). Le meˆme raisonnement
nous montre que ϕ32 = 0, δϕ1ϕ2 = δϕ2ϕ0 = δϕ2ϕ1 = 0 et (ϕ0, ϕ1, ϕ2) = 0. En
divisant maintenant par ε3, la me´thode montre que ϕ3 ∈ G (ϕ0). Pourtant,
3
ǫ1 e´tant non nul si ϕ 6= ϕ0.
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on obtient que toute perturbation est au plus de longueur 2. Par ailleurs,
dans la base {e1, e2} cette perturbation s’e´crit comme

1 + ε 00 ε′
ε′
2
1+ε
2

 .
Le changement de base donne´ par
(
1 0
−ε′
1+ε
1 + ε
)
nous donne l’isomorphisme cherche´.
The´ore`me 3 L’alge`bre de Jordan ψ2 =

0 00 1
0 0

 ne se perturbe pas sur
ψ5 =

 1 0−1 0
0 1

. En particulier, ψ5 ne se contracte pas sur ψ2.
De´monstration. On conside`re la perturbation ϕ =

ǫ1 ǫ2ǫ3 1 + ǫ4
ǫ5 ǫ6

 de ψ2,
ou` ǫi ∼ 0 sont des infinite´simaux. Le changement e′2 = 11+ǫ4 e2 permet de
supposer que ǫ4 = 0. Si ǫ5 6= 0, l’e´quation (4) implique la relation
ǫ5
(
2ǫ1ǫ3 + 3ǫ5 − 1− 2ǫ25 − 2ǫ3ǫ6
)
= ǫ3 (ǫ1 − ǫ6) .
Comme ǫ5 6= 0, cela e´quivaut a`
−1 ∼ 2ǫ1ǫ3 + 3ǫ5 − 1− 2ǫ25 − 2ǫ3ǫ6 =
ǫ3
ǫ5
(ǫ1 − ǫ6) .
Comme ǫ1 − ǫ6 ∼ 0, le nombre ǫ3ǫ5 est infiniment grand, d’ou`
ǫ5
ǫ3
∼ 0. Le
changement de base
e′1 = e1 −
ǫ5
ǫ3
e2 ∼ e1, e′2 = λe2, λ ∼ 1
permet de supposer que ǫ5 = 0. Si ǫ3 6= 0, le syste`me (4) implique les
relations ǫ2 = 0 et ǫ1 = ǫ6. Il faut distinguer deux cas :
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1. Si ǫ1 6= 0, on conside`re la base donne´e par
e′′1 =
1
ǫ1
e′1, e
′′
1 = e
′
2.
Il en re´sulte que
e′′1 ◦ e′′1 = e′′1 , e′′2 ◦ e′′2 = ǫ1ǫ3e′′1 + e′′2 , e′′2 ◦ e′′2 = e′′2 ,
et comme ǫ1ǫ3 +
1
4
> 0, la perturbation est isomorphe a` ψ0 d’apre`s le
lemme 1.
2. Si ǫ1 = 0, la pertubation est isomorphe a` ψ2. Ceci re´sulte imme´diament
de la classification.
Si ǫ3 = 0, alors la loi de la perturbation est donne´e par ϕ =

ǫ1 ǫ20 1
0 ǫ6

.
Dans ce cas, I = (e′2) est un ide´al de ϕ, et, par simplicite´, la perturbation
n’est pas isomorphe a` ψ5.
Proposition 6 Les seules alge`bres rigides dans J2 sont ψ0, ψ4 et ψ5.
De´monstration. Soit ϕ0 ∈ J2 une loi standard non isomorphe a` aucune
des lois 
1 01 0
0 1

 ,

1 00 0
0 1
2

 ,

 1 0−1 0
0 1

 .
Il existe une base standard {e1, e2} de R2 telle que ϕ0 s’exprime d’une des
formes suivantes
a) ϕ0 =

1 00 0
0 1

 , b) ϕ0 =

0 00 1
0 0

 , c) ϕ0 =

0 10 0
0 0

 .
Dans le cas a), on obtient la perturbation ϕ donne´e par
ϕ =

1 0ε 0
0 1

 ,
qui n’est pas isomorphe a` ψ0 parce que ϕ est sans isotropie. Si on est dans
le cas b), alors on conside`re la perturbation
ϕ =

ε 00 1
0 0

 ,
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qui est aussi sans isotropie, et pourtant non isomorphe a` ψ0. Finalement,
dans le cas c) on peut conside´rer la perturbation ϕ =

ε 10 0
0 0

, qui n’est pas
isomorphe a` ψ0 pour eˆtre sans isotropie. La rigidite´ de ψ5 est e´vidente par
simplicite´.
4 Contractions d’alge`bres de Jordan
En analogie avec les alge`bres de Lie, on peut de´finir formellement une
notion de limite dans la varie´te´ des lois Jn de la fac¸on suivante : Soit ϕ ∈ Jn
une loi d’alge`bre de Jordan et soit ft ∈ GL (n,R) une famille d’endomor-
phismes non-singuliers de´pendants du parame`tre continu t. Si pour tous
X,Y ∈ Jn la limite
ϕ′ (X,Y ) := lim
t→0
f−1t ◦ ϕ (ft (X) , ft (Y )) (13)
existe, alors ϕ′ ve´rifie les conditions (1), et pourtant ϕ′ est une loi d’alge`bre
de Jordan, appelle´e contraction de ϕ par {ft}. En utilisant l’action du groupe
GL (n,R) sur la varie´te´ des lois d’alge`bres de Jordan, c’est facile de voir
qu’une contraction de ϕ correspond a` un point de la cloˆture de l’orbite
O (ϕ). Il en re´sulte en particulier que les alge`bres rigides ne sont pas des
contractions [6].
C’est e´vident que le changement de base e′i = tei, i = 1, .., n induit une
contraction de toute alge`bre de Jordan sur l’alge`bre de Jordan abe´lienne.
De plus, toute contraction non-triviale ϕ −→ ϕ′ ve´rifie l’ine´galite´ suivante
dimO (ϕ) > dimO (ϕ′) . (14)
Ceci nous donne un premier crite`re pour classifier les contractions des alge`bres
de Jordan. On peut ve´rifier sans difficulte´ que pour les alge`bres du the´ore`me 1,
les dimensions de l’orbite sont les suivantes :
dimO (ψ5) = dimO (ψ0) = 4,
dimO (ψ1) = dimO (ψ2) = 3,
dimO (ψ3) = dimO (ψ4) = 2.
(15)
Proposition 7 Soient ψi les alge`bres de Jordan du the´ore`me 1. Alors ψ1, ψ2
et ψ3 sont les seules alge`bres de Jordan qui apparaissent comme contraction
d’une alge`bre de Jordan. Plus pre´cisement :
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1. ψ1 est une contraction des alge`bres ψ0 et ψ5,
2. ψ2 est une contraction de ψ0,
3. ψ3 est une contraction de ψ0, ψ1, ψ2 et ψ5.
De´monstration. Comme les alge`bres ψ0, ψ4 et ψ5 sont rigides, elles ne
sont pas une contraction d’une autre alge`bre de Jordan.
1. Soit dans ψ5 la famille des transformations line´aires
ft (e1) = e1, ft (e2) = te2.
Dans la base transforme´e {e′1 = ft (e1) , e′2 = ft (e2)}, la loi de ψ5 s’ex-
prime par la matrice 
e
′
1 ◦ e′1
e′2 ◦ e′2
e′1 ◦ e′2

 =

 1 0−t2 0
0 1

 .
En appliquant la formule, on obtient que la limite pour t→ 0 de (13)
donne une alge`bre isomorphe a` ψ1. De manie`re analogue, la contraction
ψ0 −→ ψ1 est de´finie par les transformations
ft (e1) = e1, ft (e2) = te2.
2. En de´finissant les changements de base parame´tre´s
ft (e1) = te1, ft (e2) =
1
2
(e1 + e2) ,
on ve´rifie facilement que la limite (13) existe et donne une contraction
ψ0 −→ ψ2.
3. La contraction de ψ5 sur ψ3 est donne´e par les transformations
ft (e1) =
√
t
2
e1 +
√
t
2
e2, ft (e2) = te1.
La contraction ψ1 −→ ψ3 est de´finie par
ft (e1) = t (e1 + e2) , ft (e2) = t
2e2.
La contraction ψ0 −→ ψ3 est donne´e par
ft (e1) = t
2e2, ft (e2) = te1.
Finalement, les changements de base dans ψ2 de´finis par
ft (e1) = e1 + te2, ft (e2) = t
2e2
induisent une contraction ψ2 −→ ψ0.
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L’alge`bre ψ4, e´tant rigide, n’est pas une contraction des autres alge`bres. Par
ailleurs, cette alge`bre ne posse`de que la contraction sur l’alge`bre abe´lienne.
Dans la figure 1, ou re´sume les contractions des alge`bres de Jordan obtenues,
et aussi la contraction canonique sur l’alge`bre abe´lienne.

 1 0−1 0
0 1


""
EE
EE
EE
EE
E
))
''

1 01 0
0 1


}}{{
{{
{{
{{
{{
!!
CC
CC
CC
CC
CC



1 00 0
0 1


!!
CC
CC
CC
CC
CC


0 00 1
0 0


}}{{
{{
{{
{{
{{


0 10 0
0 0




1 00 0
0 1
2


rr

0 00 0
0 0


Fig. 1 – Contraction des alge`bres de Jordan de J2.
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Annexe
On adjoint au langage de Z.F.E (the´orie des ensembles de Zermelo-
Fraenkel avec l’axiome du choix) le symbole ‘st’ (lire standard), les formules
qui de´coulent de la the´orie de Z.F.E sont dites “internes” et les nouvelles
formules s’appelleront “externes”. Les axiomes de I.S.T. sont ceux de Z.F.E.
restreints aux formules internes et les axiomes de transfert, d’ide´alisation et
de standardisation que l’on de´crit ci-dessous. On note que : ∀stxA(x) abre`ge
la formule ∀x [x standard A(x)].
(T) — Axiome de Transfert
Soit A(x, t1, . . . , tk) une formule interne sans autres variables libres
que x et les ti, alors :
∀t1 , . . . , ∀tk [∀stxA(x, t1, . . . , tk) ↔ ∀xA(x, t1, . . . , tk)].
Conse´quences de l’axiome de Transfert :
1. Pour de´montrer qu’une certaine proprie´te´ interne (qui de´pend
uniquement des variables standard) est vraie pour tout x, il suffit
de la prouver pour tout x standard.
2. Les ensembles de´finis de fac¸on unique par une formule interne qui
de´pend de variables standard, sont standard. Les objets classiques
0, 1, 2, . . . , π, e,∅,N,Q,R,C,R27,S3, . . . sont donc standard ainsi
que tous les objets construits a` partir d’eux par une proce´dure
interne.
(I) — Axiome d’ide´alisation
Soit B(x, y) une formule interne qui a au moins deux variables libres
x et y, alors :
∀stz fini ∃x ∀y ∈ z B(x, y) ↔ ∃x ∀sty B(x, y).
Conse´quences de l’axiome d’ide´alisation :
1. Soit ρ une relation binaire de´finie sur un ensemble standard E.
Si pour tout ensemble standard fini F ⊂ E il existe vF ∈ E relie´
a` tous les e´le´ments u ∈ F , alors il existe w ∈ E relie´ a` tous
les e´le´ments standard de E. On peut ainsi construire des objets
“ide´aux” par rapport a` la mathe´matique classique.
2. En appliquant (I) a` la formule B(v, u) = (v ∈ N ∧ u ∈ N ∧ v > u),
on obtient la formule :
∃w ∈ N ∀stu ∈ N w > u.
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On dit que cet e´le´ment w est infiniment grand, e´videmment w
n’est pas standard. De fac¸on analogue, l’axiome (I) fournit des
re´els infiniment grands (∀sty, y < |x|) et des infiniment petits (0
et 1
x
ou` x est infiniment grand).
De´finition 5 x ∈ R est limite´ si ∃sty |x| < y. Deux re´els x et y sont
infiniment proches si |x− y| est infiniment petit, on notera x ∼ y.
(S) — Axiome de Standardisation
Soit C(z) une formule (interne ou externe) alors :
∀stx ∃sty ∀st [z ∈ y ↔ z ∈ x ∧ C(z)].
Conse´quences de l’axiome de Standardisation :
1. Soit C(z) une formule et X un ensemble standard, l’axiome (S)
nous dit qu’il existe un ensemble standard tel que tous ses e´le´ments
standard appartiennent a` x et ve´rifient C(z).
2. Pour tout re´el x limite´, il existe un unique re´el standard 0x, appele´
ombre de x, tel que x ∼ 0x.
Pour prouver l’existence de l’ombre d’un re´el limite´ x, on applique
(S) a` l’ensemble des re´els et a` la formule t < x, ceci nous donne
un ensemble standard E tel que : ∀stt (t ∈ E ↔ t ∈ (R) ∧ t < x).
Comme x est limite´ et en utilisant (T), on de´duit que E est une
partie majore´e non vide de l’ensemble des re´els et donc E posse`de
une borne supe´rieure supE, on ve´rifie facilement que supE ∼ x.
De meˆme, l’ombre 0A de A ⊂ R est l’unique ensemble standard
dont les e´le´ments standard sont les ombres des e´le´ments limite´s
de A.
Toute fonction f : R→ R a` valeurs limite´es sur les re´els standard
admet une ombre 0f telle que :
∀stx ∈ R (0f)(x) = 0(f(x)).
Supposons n standard, Rn et Cn sont alors standard. On dira que x ∈ Rn
est limite´ si chacune de ses composantes le sont et x ∈ Cn est limite´ si les
parties re´elles et imaginaires de chacune de ses composantes le sont. Ainsi,
on peut ge´ne´raliser les concepts de´finis ante´rieurement sur Rn et sur Cn.
En utilisant des ultrafiltres convenables, qui existent graˆce a` l’axiome
du choix, on prouve que I.S.T. est une extension conservative de Z.F.E.
Cela signifie que les proprie´te´s internes de´montre´es dans I.S.T. ont aussi
une de´monstration dans Z.F.E.
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